
Proof of the Central Limit Theorem 
សម្រាយបញ្ជា កន់ៃមធ្យមនៃសំណាកគោរព Normal Distribution 

ដោយ ជឹម សុជាតិ មន្ត្រីវទិ្យាស្ថា ្សិក្សាចិ្  
     រាជបណ្ឌិ តយសភាក្សមពុជា 

  
 ជាការចាំបាច់ ដោយអតាបទ្យមុ្ មធ្យមន្សាំណាក្សពី non-normal distribution ដោរព
តាម normal distribution មិ្មម្ជា សម្រាយបញ្ជា ក្ស់ proof របស់ខ្ុ ាំដទ្យ ប ុម្រការសិក្សាដៅដ ើ   
Proof of the Central Limit Theorem មែ អនក្សម្របាជគ្ណិ្តវទិ្យាដៅអឺរ  ុបបា្សិក្សាតាាំងមត ឆ្ន ាំ 
១៧០០s ា្អនក្សម្របាជគ្ណិ្តវទិ្យា Laplace ជាដែើម ្ិងសពវនងៃ Proof of the Central Limit 
Theorem ដៅមតជាម្របធា្បទ្យសម្រាប់ការសិក្សាម្រស្ថវម្រជាវដែើមបបីា្បណ្ឌិ តគណិ្តវទិ្យា     
សាិតិ។ ែូចដ្េះដែើមបបីា្សម្រាយបញ្ជា ក្ស់ក្សនុងគណិ្តវទិ្យា្ិងវទិ្យាស្ថន្តសរម្រតូវការម្រស្ថវម្រជាវ
យូរ ែូចជា Poincare Conjecture ម្រតូវការរយៈដព  ១ សតវតស ១០០ ឆ្ន ាំ មែ ម្រតូវបា្
ម្រស្ថយបញ្ជា ក្ស់ដោយ អនក្សគណិ្តវទិ្យា Perelman ក្សនុងឆ្ន ាំ ២០០៨។ វទិ្យាស្ថា ្គណិ្តវទិ្យា
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ោ្ែុោា រ ែ ់អនក្សគណិ្តវទិ្យា Perelman ប ុម្រអនក្សគណិ្តវទិ្យា Perelman មិ្ទ្យទួ្យ 
ដមោយ ្ិងទឹ្យក្សម្របាក្ស់ ១ ោ្ែុោា រដ្េះ ដោយដេតុផ ការរក្សដ ើញសម្រាយបញ្ជា ក្ស់
របស់ោត់គឺតពីការម្រស្ថវម្រជាវរបស់អនក្សគណិ្តវទិ្យាមុ្ៗ ្ិងជាពិដសសអនក្សគណិ្តវទិ្យា 
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 វធិ្ិស្ថន្តសរមែ អនក្សម្របាជគ្ណិ្តវទិ្យា បា្ដម្របើក្សនុងការសម្រាយបញ្ជា ក្ស់ Proof of the 
Central Limit Theorem គឺដម្របើវធិ្ីស្ថន្តសរម ូម ង់ Moment Method  ្ិងពង្លា ត Taylor Expansion
។ វធិ្ីស្ថន្តសរម ូម ង់ Moment Method  ម្រតូវបា្រក្សដ ើញដោយអនក្សម្របាជស្ាិតិ Karl Pearson 
មែ សម្រាប់ក្សាំណ្ត់រាង Distribution របស់ ទិ្យ្ន្ ័យសាិតិ (Variates)។ ដៅក្សនុងការសិក្សាពីរាង 
Distribution អនក្សម្របាជស្ាិតិ Karl Pearson បា្ដម្របើវធិ្ីស្ថន្តសរ Moment ា្ 𝛼 ្ិង 𝛽 មែ ជា 
ភាពដបា ង Skewness ្ិងភាពផត Kurtosis។ 



 
 
វធិ្ីស្ថន្តសរម ូម ង់ Moment Method   

𝑀𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡 = 𝐸(𝑋𝑛) =
1

𝑁
(∑ 𝑋𝑛) 

 
ដោយ n ជាសវ័យគុណ្ ្ិង N ជាចា្ំ ួ្ Variates ក្សនុងទិ្យ្ន្ ័យ។ 
n=1 Moment ជាមធ្យម mean 𝑀𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡 = 𝐸(𝑋) =

1

𝑁
∑ 𝑋 

n=2 Moment ជាវ រយង់ Variance 𝑀𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡 = 𝐸(𝑋2) =
1

𝑁
(∑ 𝑋2) 

n=3 ្ិង n=4 ជាភាពដបា ង Skewness ្ិងភាពផត Kurtosis 
វធិ្ីស្ថន្តសរពង្លា ត Taylor Expansion 

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒂) +
𝒇′(𝒂)

𝟏!
(𝒙 − 𝒂) +

𝒇′′(𝒂)

𝟐!
(𝒙 − 𝒂)𝟐 + ⋯. 

 
 
ម្រទឹ្យសរីបទ្យ Theorem (Proof, Laplace 1820)៖ 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑁 ជាទិ្យ្ន្ ័យសាិតិពីសាំណាក្ស N ពី 
𝑁(𝜇, 𝜎2) 𝜇 ជាមធ្យម 𝜎2ជាវ រយង់។ ក្សាំណ្ត ់𝑊𝑛 = (𝑋̅ − 𝜇)/(

𝜎

√𝑁
)   𝑋̅ ជាមធ្យម បន្ទា ប់មក្ស (Then)  

 𝑊𝑁~𝑁(0,1)      𝑎𝑠      𝑁 → ∞ 
𝑃(𝑊𝑁 ≤ 𝑤) ≈ ∫

1

√2𝜋
𝑒−

𝑧2

2 𝑑𝑧
𝑤

−∞

      
សម្រាយបញ្ជា ក្ស់ (Proof) 
 
 

𝐸[exp(𝑡𝑊𝑁)] = 𝐸{exp [(
𝑡

√𝑁𝜎
) (∑ 𝑋𝑖 − 𝑁𝜇

𝑁

𝑖=1

)]} 

= 𝐸{exp [(
𝑡

√𝑁𝜎
) (

𝑋1 − 𝜇

𝜎
) + ⋯ + (

𝑡

√𝑁𝜎
) (

𝑋𝑁 − 𝜇

𝜎
)]} 

𝐸[exp(𝑡𝑊𝑁)] ជា Moment Generation Function 



𝐸[exp(𝑡𝑊𝑁)] = [𝑀 (
𝑡

√𝑁
)]𝑁 

មែ  
𝑀(𝑡) =  E{exp [𝑡 (

𝑋𝑖−𝜇

𝜎
)]} 

ក្សាំណ្ត ់
𝑌𝑖 =

𝑋𝑖−𝜇

𝜎
, i=1,2,…,N 

 
ែូចដ្េះ 𝐸(𝑌𝑖) = 0 ្ិង 𝐸(𝑌𝑖

2) = 1 ន្ទាំឲ្យ 
𝑀(0) = 1,         𝑀′(0) = 𝐸(

𝑋𝑖−𝜇

𝜎
)=0,        𝑀′′(0) = 𝐸(

𝑋𝑖−𝜇

𝜎
)2 = 1 

ពង្លា ត Taylor Expansion 
𝑀(𝑡) = 𝑀(0) + 𝑀′(0)𝑡 +

𝑀′′(𝑡1)𝑡2

2
=1+𝑀′′(𝑡1)𝑡2

2
+

[𝑀′′(𝑡1)−1]𝑡2

2𝑁
 

𝑡1  ដៅចដន្ទា េះ 0 ្ិង 𝑡/√𝑁 ្ិង 𝑁 → ∞ 
lim

𝑁→∞
𝐸[(exp (𝑡 𝑊𝑁)] = lim

𝑁→∞
{1 +

𝑡2

2𝑁
+

[𝑀′′(𝑡1) − 1]𝑡2

2𝑁
}𝑁 = lim

𝑁→∞
{1 +

𝑡2

2𝑁
}𝑁 = 𝑒𝑡2/2 

( lim
𝑁→∞

(1 +
𝑡

𝑁
)𝑁 = 𝑒𝑡) 

ែូចដ្េះ  
𝑊𝑁~𝑁(0,1)      𝑎𝑠      𝑁 → ∞ 

𝑃(𝑊𝑁 ≤ 𝑤) ≈ ∫
1

√2𝜋
𝑒−

𝑧2

2 𝑑𝑧
𝑤

−∞
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